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Na tym wyktadzie:

- Opis obiektow za pomocg rownan stanu
- Transformata Laplace’a
- Opis obiektow za pomocg transmitancji operatorowej
- Charakterystyki czasowe
- Wyznaczanie odpowiedzi czasowej obiektow dynamicznych
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Model w postaci rownan rozniczkowych
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Opis obiektow liniowych

Za pomoca zmiennych stanu
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Przykiad 1

Opis w przestrzeni stanu (z wykorzystaniem zmiennych stanu)

Roéwnanie stanu

x(t) = Ax(t) + Bult)
y(t) = Cx(t) + Du({f)

Rownanie wyjscia
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Os f\ljw o O du, (t)
X . u,(t)—R-C- ;E —u.(t)=0
uy (t) C — U (t)
O . O duéft} - _ﬁ' Ue(t) + ﬁ' Uy (t)

A= [—ﬁ]ﬁ = [ﬁ ,C =[1],D = [0]
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F(s) = {Lf} (s) = f e £(t) dt.

0

ok

Transformata Laplace’a

L{5(6)} =1
L{6(t—a)} ="
1

L{a} = a—

L{at} = ai

g2

n!
sn‘l‘l

ﬁ{eﬂt}= 51

L {sin(at + b)} =

LA{at"} =a

a-cosb+ s-sinb
s? + a2

a

52 +a?
s

$? 4 a2

£ {sin(at)} =

L{cos(at)} =

dla n=0,1,2,3,...

NYWEA;

£ {sinh(at + b)} = =

Lla—s)e?®+ %(a. + 5)e

2 _ g2
a
L {sinh(at)} = T
—a
£ {cosh(at)} = ———
5 — 4
!
LI atl _ n:
{t"e”} (s — )t
L {e* sin(bt)} = b
(s — n:) + b2
{—sm bt)} 32+b2
Lot s—a
e cos(bt)} = (s —a)? +b?
+1 —1
£ {In(at)} = — 2 “(Si n(a)
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Transmitancja operatorowa

Transmitancje operatorowg G(s) definiujemy jako
stosunek transformaty Laplace'a sygnatu wyjsciowego
Y(s) do transformaty Laplace'a sygnatu wejsciowego
U(s).

Model matematyczny obiektu w postaci transmitancji
operatorowe] fgczy w jednym rownaniu zaleznosc
miedzy sygnatem wejsciowym a syghatem
wyjsciowym.
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Transmitancja operatorowa

PostacC z wykorzystaniem zespolonego operatora s:
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Model w postaci transmitancji operatorowe]

o R R BU, ()+U, (5)=U,(s) T=RC

el e Ty Lrv,gw (5 :'_ = | G (5) B | )

U (s) To+1 Ts +1

o
5
-

4 )

o Y(s)  bpSs™ 4 bp_18™ 4 ...+ bys+ by
G(s) = —— = —
Uls) A" + Ap_18" 1+ ...+ a5+ ag
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Przykiad 1
R R-C:-s-U;(s)+ U(s) =U,(s)
i(t)
O———"\N\\, . O
uy (1) C - 1, (t) -
(1+R-C-5) Uy(s) = Uy(s)
O ® O
N
U,(s) 1
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Rownowaznosc modeli

_du

ISU, (s)+U,, (s)=U_.(s) TI'=RC : | RC B U () = Uy (2)

iify
] ] T a
L E'I:I:I t
el et e 1)
il & ]
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Rownowaznos¢ model,

Przejscie miedzy opisem w przestrzeni stanu a opisem transmitancyjnym

_ _ . _bls) 1
‘q_[ c] g = [ =110 =0] ’ Gm_ul{s} " 14+R-C-s

G(s)=C(sI—A)"'B+D
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Charakterystyki czasowe
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Wyznaczanie odpowiedzi czasowych

Odpowiedz uktadu mozna wyznaczycC posiadajgc znang transmitancje operatorowg uktadu oraz transformate sygnatu wejsciowego.
Zwyczajowo, sposrod odpowiedzi czasowych wyznacza sie dwie zasadnicze odpowiedzi

1)
Odpowiedz impulsowa: t
U ! ’
.
Odpowiedz skokowa:
U f ’
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Charakterystyka impulsowa (odpowiedz impulsowa)

¥(s)

G(s) = U(s)

—> Y(s) = G(s) U(s)

W celu uzyskania charakterystyki impulsowej nalezy liniowy obiekt stacjonarny pobudziC sygnatem wejsciowym w postaci

rrcu:u t =10

50=10" ¢ 2o . 3 Us)=1

b

Dzieki tej wiasnosci otrzymujemy transformate sygnatu wyjsciowego rowng transmitancji obiektu

Y(s) = G(s)

co pozwala w ostatecznosci na przewidzenie odpowiedzi uktadu na kazde inne (dowolne) pobudzenie.
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Wyznaczanie odpowiedzi czasowych

Odpowiedz uktadu mozna wyznaczycC posiadajgc znang transmitancje operatorowg uktadu oraz transformate sygnatu wejsciowego.
Zwyczajowo, sposrod odpowiedzi czasowych wyznacza sie dwie zasadnicze odpowiedzi

1)
}
Odpowiedz impulsowa:
U ! ’
L
Odpowiedz skokowa:
U f ’
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Charakterystyka skokowa (odpowiedz skokowa)

6(s) = E?j —> ¥(s) = 6(s) U(s)

W celu uzyskania charakterystyki skokowej nalezy liniowy obiekt stacjonarny pobudziC sygnatem wejsciowym w postaci

m):{n dlat < 0 | > E{l{t}}zé

1 dlat >=10

Otrzymujemy odpowiednio postac transmitancyjng oraz czasowg sygnatu wyjsciowego
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Czton proporcjonalny

Czton proporcjonalny mozna opisac za pomocg rownania w dziedzinie czasu
Y =kU

vit) = ku(t)

Oraz w formie transmitancji operatorowej

Y(S) - k (J'T(S)
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Czton proporcjonalny

Odpowiedz bedzie wiec sygnhatem wejsciowym wzmochionym K razy

W przypadku pobudzenia skokiem jednostkowym otrzymujemy

h(t)

h(t)=k k1(t)
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Czion inercyjny

Niech liniowy obiekt stacjonarny bedzie opisany ponizszym rownaniem rozniczkowym

Tﬁ—l—} = ku
dt

Odpowiadajgcemu zapisowi w formie transformat
Y(sNIs+1)=E&kU1(5)

Oraz transmitancji operatorowe]

K
Ts +1

Yis) L(5)
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Czion inercyjny

Po pobudzeniu obiektu skokiem jednostkowym otrzymujemy rownanie wyjscia

Natomiast po dokonaniu odwrotnej transformacji
Laplace’a otrzymujemy forme czasowg

hty=k(l —e #}

Politechnika Opolska | Opole University of Technology | www.po.opole.pl
Wydziat Elektrotechniki, Automatyki i Informatyki | Faculty of Electrica2I2Engineering Automatic Control and Informatics | www.we.po.opole.pl



\ POLITECHNIKA
R OPOLSKA

Czlon oscylacyjny

R L

iy . dy o e,
—ib-l—lfmﬂ—-r-m;y:km:u — Y ict
dt” dt Ur(t) uL(t) |
Uwe(t) Uwy(t)
uc®| ~ T ©
O . O
keo*
F(5)=— —U(s)
5 +20 s+, M(f)
o

G(s) kmﬂz

§) == 5 L

s +2w s+, a(f)
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Czion oscylacyjny

L)) =L —2e 1L

S +20 s+@ 5

h(t)=k[1- e " sin(e t + @)]

l
ViI-¢°

lim h(t) = k

f— et
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Przykiady
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Oblicz charakterystyke skokowg przedstawionego uktadu RC

o R
O—i(*)—f\f\/\/ ¢ O
Lh(ﬂ C _ ‘Hz(t) G{:S-_] — UE [-5-'] = ;
U(s) 1+R-C-s
O ¢ O

Oczywiscie, odpowiedz skokowa daje sie opisac rownaniem

6(s)
S

h(t) =L {H(s)}=LH
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), t=0 Fis)
d(7) unit impulse I
Nalezy obliczy¢ transformate odwrotng z wyrazenia (¢) unit step !
|
1 ’ s
H(s) = , I
S(RCs+1)
-bi |
¢ H_h
l~e™ g
] ] i sls+b)
Na poczatku przeprowadzimy rozktad na utamki proste i o
coslwt) 2: 3
1 A B .
— I sinh{w¢?) S
= — .
S(RCS + 1) S (RCS + 1) coshlwr) ::
a-flr) a Fls)
x(t)+y(r) Xis)#Yl(s)
1 A(RCS +1) -+ BS x(r)*y(r) convolution X(s)Y(s)
— il.'(_” sYls)=y
S(RCs +1) S(RCs +1) d i et
d” y(1) 2y (s)=s v(0)-212)
- Y (s)-3. —
d* y(1) ‘.),m__d"'gol_\,d"’;-m)_ —s™ 4(0)
di" T R I
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1 - A(RCs+1) +Bs

s(RCs+1) |

S(RCs+1)

e

ARCs+ A+ Bs=1

A=1B=-RC
1 1
H (s) = 1
S
S
RC

Przykiad |

fle), t=0

Fls)

8(7) unit impulse

L] B

‘ () unit step

n'
" el
s

-y L

¢ s+h
-b h

I~e sls+b)

_ W
sin(wt ) PR
coslwt) :s 2

s +w
)
sinh{w?) § =)
cosh(wr) :S
§ -t

a- flr) aFls)
x(e)+v(r) X(s)+Y(s)
x(t)*y(r) convolution X(s)Y(s)

i:'l(’_” sY(s)=y(0)

d’ y(1) 2y (o oint_210)
> s Y(s)=syl0) e

50 PR R T TR
di di df
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Przykiad |

RA Figure1 [ (]
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help L

NEAS L RATDEL- 2|08 | =D

1 Step Response

R=1,C=0.001

N

Amplitude

h(t):(l—e_RtC)l(t) 2pfee-s ....... ______ _
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Przykiad |

R=100,C=0.5 R=100,C=0.1

RA Figure 1 = [ = =5 || Bl Figurel ][ E ]
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help N File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o
HEHQ [:3.‘ :{x-:_:x-{rr?@gﬂ'@ﬂ D=: DE ]i_hll-ﬁlﬂ-:-}ﬂ [:-3 :{x-:éx-@@gﬁ'@ﬂ D=: DE
’nFigurel
File Edit View Ins.Ejrtllquls Desktop  Window  Help StEl] HESP‘D‘HSE E-T.El] REEP{}HEE
ﬁ_b“ﬁlg-:}d [:E*'x_xgr?@@ﬁ'@l]lﬂ DE 1 T ] T T ; I ] ; I I I
Step Response 09F------- , r ------- 1 ------ =l SRR R e e e L PR TR —
L T S e ] — i iiki
4 IS N SN SO0 SRS SO oot OO SO 7l B S N S S A
. 1 7 S R U . — Bf----- . —
© a : : : : : : : : a : : : : : : : :
E -D 1 1 1 1 1 1 1 -E 1 1 1 1 1 1 1 1
= = | . k : i . | . = . ; ; i . .
< s Jop T Ve i T T T T T | T T N
E 1 1 1 1 1 1 1 E
B i S D
7 e S S R e e
0 50 100 150 200 250 300 350 4 (5 e S VT VT A AR Tt T T B = CT R A T T T C T B
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s S S S L e e e AR
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Przyktad Il

W tym przypadku rozpatrujemy rzeczywisty czton rozniczkujgcy opisany rownaniem

—_— | -
C
llill-!'I!-ﬂ_'l' dﬂ' M ‘ l EES) — Llr"'."' {#} _ k‘?
CR ” +u,, =CR o Ly . Uy U (s) Ts+]
k=RC
I'=RC
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Obliczmy teraz odpowiedz takiego uktadu na skok jednostkowy

ks 1 RC
Ts+1 s RCs+1

H(s) =

RC 1

RCs+1 1
RC

H (s) =
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Przyktad Il

Hﬁgurel = et
1 File Edit VMiew [Inset Tools Desktop Window Help .

H(s) = IR PRI

R C 1 Step Response

Amplitude

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1
- 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
= rr----=-- e e e e e E [ I ]
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

— s s S
h(t) =e ™) . S

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Time (seconds)
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Dziekuje za uwage
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